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���������&������'�����%������������������� ������$������
��������������%��� ��$���� �������� ����$���� ���#��$�
������$����������� ������������ !�������$�������������
����#��������(� �$����������������%��������������%����
����������������������%�������#� ������%��$��(���������
�%�� ��� �$������������ ��#�%������#� #���� �� ������)$���
������������������� ��#����������
�*(��#�������������
��� �+�������(� #�������������$��� ����������(� ����������
�%��� � #������� (����� ����� ��%��� ������ ,���*-� ����
����� ,
� ����� ��
 	��� �..�-�� '�� '����� ������������
���%�� ������ ����� ���� $������� �$�� ����%������ ���
/%������ �#� �������������  ����� ����������������0���
���������#���%����#��$�������$�����������������,�����
�����������.��-��1����$������ �������#��$���������
#%� ������� %�� �� ��� ��� �� %�� ,������ 
���-(��$��$� ��

�� ������� ����

2����� ,3����� 455�-� ��� ��� ���������� ����� #��� �$�
#������� #��� ����� �$� $��� ���%�����������$�����%���
#�������������������������������#�%����6$�% $(��$������
�%##����  ������� ����%��� �#� �$�� �����&� �#� ��##�����
��������(� �%�� ���� � �$���������������� ��%���� ��
��	����	�	
�������	� ,7��&������8%���-����6���� ��� �$�
����� �����%�� ���� �������������� ����������� #���� �$�
#�������#����������� �������'��������������%���������#
����%�����(� �$�� #������� $���� ��� ������� �$�� �������
����%���� "%�����%���� ���� ����� ������� 1��� �$��(� �$�
&������ �� ��� �$�� �������� ��� �������� ���9:9���
���� ������� �##���� �#� ��������� #������� ��� �������
���������� ��� ������%�$� ���������(� #��� #����� � ���
�%�����#%������ ������������ ����
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5�������� �����$��� ����������� ��#�%����� �$�� �����(
����������� ������� ���������#� �������(� �������� ��$����

�������(� ���  ������ ���&����� ,
��9;%��-� ���� #���
��%��� � ,4��������9<������-� ���� �$�� ���� ��%��� 
������ ���� �������� ��� �������$���� ���� #������� ��� �$�
������� �����  ����$� �������� ����� �#� ��� �������� �#
����������������������$���#������������������##����������
������$��$����%��� ����������%������'�����������&����
����$�� ��������$������� �� ��$������������������1���
��%��� � ������� ��� ����� ��##��%��� �$��� ��� ���&����
��%��� ��������

1%��$������(��%�$�������������� �����������������9
����$��#�������� ������� �����������������#�����������%���
�������� ��(�����$�������%��������(��%����������������
 ����$��������������������������%����=���������������
����������� �����������%����������� ������������ ��#��
����� ��$�������

�� !"�#��"$%�"���!#�&��%

��� ��'�(�)�

�������������� �������� ����������� ���� #%��$��
��� �������������������������#����$����������,
���9�	
��� 
��>9�?-� ��������� ,������ ��
 	��� 
���-� ��� �$�
�+����������� ����� �#� '������ '�����%��� �#�@�����%��%���
�������$(� 7�� �����(� ����� %����=��� #��� �$��� ��%���
�������� ����� ������� ��������� ������&��� ��������� ��
#������� ���A�	������(��$������B�����5�'����B���C�5�'
≤�����
�B����≥�5�'�≤�
	����B�
>�≥�5�'�≤�	�����B�	��≥
5�'�≤� ?	� ���� 	�B�≥� ?>� 5��� �������������� '��������
,5�'-������� �$%�� �������������� ���������� ���5������
��������'���+����#������� �
�&�����,�.
�-��������#
����$���#�����������$�������������#����������������
��������� ��� ������ ��
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���� ���� $����� �$��
����%��������� �������� �����#������� ���%�� �$�
������������ �#� ���9�������������(��$��$� ��$��9����
���������������������������
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D���������  ����$�������� �$��$� ��������� �$�
 ����$���$����%��������������������������������#������
'�� �$�� ����� �#� ���%������� ����� �(�  ����$� ���%��� ��
������(� �������(� �� ������(� ����� 6$�� ����� �#������
������� ����� �����#��� ���%����������������� �$�� ������#
 ����$� �$��� ���%���� '��  ������(�  ����$�������� ���
���$�������� ��� ���%��(� ���$��� �$��� ����������� '�� �$�

#�����(� �$�� ����������� $���������� #%�� ����� ����
�����������������$������������"%�����&����E����&9��+F��$���
����� ���%�� ���  ����� ���� ������%��%�� ��� ��&����%����
���$��������������%�%��������������������%����#���&�� 
���%�������� ���%�� �$�� ������#�  ����$(������� �����
��##��������������##��������/%��������$��������������$���
���%�������(������$��������� ��$�����/%����������������
�� ����$��������6$��%��������#��%�$������������$��(���
���� $���(� �$��� $���� %�� ���  ���� ���� $�� ����� �$�
%�������� ����$�������#��$�����������������$����$��
$���(� �$��� ���� �#� �������� $���� ��� �##������
���� �������)����������%�������#������������9&����
���������� ����$��������,5��"���$%�
��.-�

'#��,�-����������$�����%���������=���������������
����� �������� ��� �$�� ���������� ����$�����(� �$��� �$������
�#�  ����$��#� ���%������� ��=�(� �%�� ���
���$%�� ���(� ��
 �������

.
dN

rN
dt

= �,�-

'��� ����� (���� ��

�,�-�B�����+��,��-( ,
-

�$����������������$�����%���������=�������B����6$%���$��
���� �������� ��� �+���������� ���������� #��� �� C� ��
1%��$������(��,�-�→ ∞ �����→ ∞ �$��$��������$�����
�����������

�	'���6$��������������������%�������������������������
�������

��������
 ������ 6$��������� ��� ������������ ��� �$�
��##����������/%�����

1
dN N

rN
dt K

⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠
,�-

'��� ����� (���� ��

( )

1 1 rt

o

K
N t

K
e

N
−

=
⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

,�-

6$�� ���$��#��,�-�����%����������� �����49�$����
���� �$�� �%���� ��� ������������ ���%�� ���� ������ �#
��#��+����

6$���/%������,�-(������/%��������������������

, 1
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o

C C
Y e b

be Y−
= + = −
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 ������ 6$��� ��� ����$��������� $���� � �
�� ����� ����� �#� ��$����%�� ���� ��� #�%��� ��� ��� /%���
%��#%���������� ��������&��@������(�%���&���$���� �����
�����(��$�����������������������%�������������#���#��+����

6$����##����������/%������#���2������=���������

elog
dN K

rN
dt N

⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
,>-

'��� ��������#��$����/%������������

log
( )

o rt
e

N
e

KN t Ke
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦= ,?-

6$���/%������,?-(������/%��������������������

( * )* , lnatb e
t

o

c
C e e b

Y
−− ⎛ ⎞= + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
Y ,�-

�$����%����������$����������(

#��9 �������� ���#��������������������%��� ��$������
��

	(�$(��������������$������������(����$�������������

	 ����$������������ ����$������

$ ��#��������$�����������������������������#���������
 ����$�������#��$����������

#���� ������������ ��� � �� �#� �$���������� =���� ��=�(
�$��$� ����� ����������� ������$��� �$��  ����$
�%�������������$�
�9�+��

� ������������$��������� ����������#������$�������

G'�����������#����$�������9������� ����$��������#��
�$�� �������� ��������� ����(� H������� 9
��/%����
���$��/%�� ,���&���&�� �..�-� ���� %����=��� ���
��� ������ � ����������� ����������%��� �4����������
��������� ������� ,4�4-� ���&� �� ���������� ��� ''@�(
7�� ������� 5�<8�DH'D� �%���%��������� %����=��� ��
������%��� 4�4� ������ ,4�49 �����9�
-�� 2�����
������ ������#��$������������������������������%���
�������� ���##������������#������������%���

 �	�
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 ����
���%
	�&

���� ������%��� �#�  �������9�#9#��(� �$�� ���%�� �#
���##��������#���������������,��-�,I������$��.�	-����
����%��������������J

8��##��������#���������������,��-

2 2 2ˆ1 [ ) / ) ],t tR Y Y Y Y= − Σ − Σ − �,.-

�$����#��������������$�����������������������������%��� 
�$�����������

�����
	�
��	�&���

7�#���� ��&�� � ���� #����� ��������� ���%�� �$�
������������ ���/%���� �#� �$�� ��������������(� �����%��
���������������������������%��%��� ��$��������������%�9
����(� #��� ������ � �$�� ����������� ���%������� ���� �$�
���������� ���%������� �#� �����%��������� ������� %��� 
4$�����9)��&������,4�� �������8����������.��-�
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�����������
�
���

8���%��������#��$�������%������$���������9��� ����
�%���� ,�K�58-���� ������%����#�/%������������������
����������� �������� ��������� �������� ������������� 1��
�������� �� ����� �������9��� ����� �%����(� ��������
���������������� ��� %�����������������$��������
������%��� �����������#������������ ��$���K�58�#���
����������������,;� �������3��"����9����������
���-�

6$���K�58�����������%���������������#��������
��������������#�����$�������������/%������

1
2

( )

2

h

I i
i

d N N
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−

=
−

=
∑

,��-

�$���(

�����������������������������������������������

�������$���%������#�����

�������$����������������������������������

'�� �$��� ��%��(��'(��� ���%�������� ����%�����
�����������#��������$���$�������������&�����$����������
�#� �������� ��� ��������� 1��� ���� �$�� ����� ����(����&��
 ����$��#����������������������%������������%��� 
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dX

dt
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�#� �(� #��� ���$� H� ������ ���� 2������=� �������
1%��$������(�����������������$��������,�-�#����$��$��$�
���������������������� ����$�������+��%�(���� ����

��� ��B���� .
b

a
��K�58������ ����%������ #��� ���$�����

���������$�����%��������������������6�������

�����%���� ���������� �$��� �$�� ���%��� ��������� ��
�� ����������2������=�������� ���#�����������������
	
���>	��������������#������&�������%��� �������@������(
#��� �$�� #���� ��%��� � ����� �$�� ���%���� �$����� �$��
�K�58����%��������$� $������������ ���#����?������>
����>�����>	��������������6$�������%��������������$����$�
�������������������#���� �������� ���1������%��� � ��
�%�$���������$���������&�������%��� ��6$�� ���$��#��
�$��������#��������� ����$�#����$�������������������#��
���&���������#������%��� ������������������������������

/� �#%�$�%�"�����% �%%���

/�� �	������+�%'�'�)'�0���!	
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